
ق��ط��ب��ͬ م��خ��ت��ص��ات

ب��ن��وی��س��ی��د: را زی��ر م��ن��ح��ن��ͬ�ه��ای ق��ط��ب��ͬ -م��ع��ادل��ه

١)x٢ = ٣(y٢ + ١) ٢)x٢ − y٢ − ٢x = ٠

٣)(x٢ + y٢(٢ = ٢(x٢ − y٢) ۴)xy = ١

۵)y = ٣− x ۶)x٣ + y٣ − ٣ay = ٠ (a ∈ R)

ب��ن��وی��س��ی��د: را زی��ر م��ن��ح��ن��ͬ�ه��ای دک��ارت��ͬ -م��ع��ادل��ه

٧)r٢ sin ٢θ = ١ ٨)r٢ − sin θ = ٠

٩)r٢ = ٣ sin ٢θ ١٠)r sin θ + ١ = ٠

١١)r =
٣

١− ٢ cos θ
١٢)θ =

π

۴

ک��ن��ی��د: رس��م را زی��ر ق��ط��ب��ͬ م��ع��ادلات -ن��م��ودار

١٣)r = ۵ ١۴)r = ٢− cos θ ١۵)r = −٢ cos θ

١۶)r = −۶(١+ cos θ) ١٧)r = −٢ sin θ ١٨)r = ۴(١− sin θ)

١٩)r = ١+ ٢ cos θ ٢٠)r = ٢+ ۴ sin θ ٢١)r٢ = −١۶ sin ٢θ

٢٢)r٢ = ٩ sin ٢θ ٢٣)r = ٢ sin ۴θ ٢۴)r = ٨ cos ٣θ

٢۵)r = −٣ sin ۵θ ٢۶)r = ۴ cos ٢θ ٢٧)r = ٣+ ۶ cos ٣θ

٢٨)r =
√
٣+ ٢ sin ٢θ ٢٩)r٢ = ١+ ٢ sin ٣θ ٣٠)r٢ = ٩ cos ٢θ

٣١)r = ٢ cos٢ θ ٣٢)r =
١

١− cos θ
٣٣)r =

١
١+ sin θ

٣۴)r٢ = ١+ cos θ ٣۵)r٢ = ١+ sin ٢θ ٣۶)r٢ = sin ٣θ

٣٧)r = ٢ cos θ − ١ ٣٨)r = eθ ٣٩)r = ١− cos ٢θ

١



۴٠)r =
√
١+ sin θ ۴١)r٢ = cos ٢θ ۴٢)r = sin θ + cos θ

۴٣)r = tan θ ۴۴)r =
١− cos θ

١+ sin θ
۴۵)r = sin θ − cos θ

آوری��د: دس��ت ب��ه را زی��ر م��ن��ح��ن��ͬ�ه��ای ب��ه م��ح��دود م��س��اح��ت -

۴۶)r = ٣− ٣ cos θ ۴٧)r = ٢+ ٢ sin θ

۴٨)r = sin ٢θ ۴٩)r٢ = ٩ cos ٢θ

۵٠)r = ٣ sin θ , r =
√
٣ cos θ

۵١)r = ١+ sin θ , r = ٣ sin θ

۵٢)r = ۶ cos θ , r = ۶ sin θ

۵٣)r٢ = ٢ cos ٢θ , r = ١

۵۴)r٢ = ٨ cos ٢θ ۵۵)r = ١)٢+ cos θ)

۵۶)r = ۴ sin٢ θ

٢
۵٧)r = ۴ sin٢ θ cos θ

۵٨)r = sin θ cos٢ θ ۵٩)r = cos٣ θ

؟ r = ٣ دای��ره داخ��ل و r = ٢+ ٢ sin θ دل��ن��م��ای خ��ارج م��س��اح��ت (۶٠

؟ r٢ = ٨ sin ٢θ پ��روان��ه داخ��ل و r = ٢ دای��ره خ��ارج م��س��اح��ت (۶١

r؟ = ٣ cos θ دای��ره داخ��ل و r = ١− cos θ دل��ن��م��ای خ��ارج م��س��اح��ت (۶٢

؟ r = ١+ sin θ م��ن��ح��ن��ͬ داخ��ل و (x٢ + y٢(٢

x٢ − y٢
= ١ م��ن��ح��ن��ͬ از خ��ارج ب��ه م��ح��ص��ور ن��اح��ی��ه م��س��اح��ت (۶٣

آوری��د. دس��ت ب��ه را r = ۴ sin٢ ١
٢θ و r = ١− cos θ م��ن��ح��ن��ͬ�ه��ای ب��ه م��ح��دود م��س��اح��ت (۶۴

آوری��د. دس��ت ب��ه را r = sin ٢θ و r = cos ٢θ م��ن��ح��ن��ͬ�ه��ای ب��ه م��ح��دود م��س��اح��ت (۶۵

آوری��د. دس��ت ب��ه را r = ۴+ ٢ cos θ ح��ل��زون��ͬ درون م��س��اح��ت (۶۶

آوری��د. دس��ت ب��ه را r = ١ دای��ره ب��ی��رون و r = −٢ cos θ دای��ره درون م��س��اح��ت (۶٧

٢



آوری��د. دس��ت ب��ه را r = ١− cos θ و r = ١+ cos θ دل��واره��ای ب��ی��ن م��ش��ت��رک ن��اح��ی��ه ۶٨)م��س��اح��ت

آوری��د. دس��ت ب��ه را r = cos ٢θ گ��ل از پ��ر ͷی�� درون م��س��اح��ت (۶٩

آوری��د. دس��ت ب��ه را r٢ = ۴ sin ٢θ پ��روان��ه از ط��وق ͷی�� درون م��س��اح��ت (٧٠

آوری��د. دس��ت ب��ه را r٢ = ۴ sin ٣θ پ��ر ش��ش گ��ل درون م��س��اح��ت (٧١

آوری��د. دس��ت ب��ه را r sin θ = ٣ خ��ط ب��الای و r = ۶ دای��ره درون م��س��اح��ت (٧٢

را x٢ + y٢ − x =
√
x٢ + y٢ م��ن��ح��ن��ͬ داخ��ل و x٢ − ٣x+ y٢ = ٠ م��ن��ح��ن��ͬ از خ��ارج ن��اح��ی��ه�ی م��س��اح��ت (٧٣

آوری��د. دس��ت ب��ه

آوری��د. دس��ت ب��ه را r = ٣θ دوم و اول پ��ی��چ�ه��ای ب��ی��ن ن��اح��ی��ه�ی م��س��اح��ت اس��ت م��ط��ل��وب (٧۴

آوری��د. دس��ت ب��ه را ق��ط��ب��ͬ م��ح��ور و r = ٢θ پ��ی��چ اول��ی��ن ب��ی��ن ن��اح��ی��ه�ی م��س��اح��ت (٧۵

آوری��د: دس��ت ب��ه را دوم م��ن��ح��ن��ͬ خ��ارج و اول م��ن��ح��ن��ͬ داخ��ل ن��اح��ی��ه م��س��اح��ت (٧۶

A :


r = ٢ cos ٣θ

r = ١

B :


r = ٢+ cos ٢θ

r = ٢+ sin θ

C :


r٢ = ۴ sin ٢θ

r =
√
٢

D :


r = ٢ sin θ

r = ١

آوری��د: دس��ت ب��ه را زی��ر م��ن��ح��ن��ͬ�ه��ای ق��وس -ط��ول

٧٧)r = e−θ θ = ٠ ت��ا θ = ٢π

٧٨)r = θ θ = ٠ ت��ا θ = ۴π

٧٩)r = ٢θ θ = ٠ ت��ا θ = π

٨٠)r = ٢− ٢ cos θ

٨١)r = sin٢ ١
٢
θ

٣



ب��رداری ت��واب��ع

اگ��ر ب��اش��د. م��ش��ت��ق�پ��ذی��ر م����ͺان��ش ب��ردار ک��ه م��ͬ�ک��ن��د ح��رک��ت چ��ن��ان م��ب��دأ م��رک��ز ب��ه ک��ره�ای ب��ر ذره�ای ک��ن��ی��د ف��رض -١

اس��ت. ع��م��ود dR
dt

ب��ر R(t) ده��ی��د ن��ش��ان ب��اش��د ذره م����ͺان ب��ردار ده��ن��ده�ی ن��ش��ان R(t)

آوری��د: دس��ت ب��ه را زی��ر ب��رداری ت��اب��ع ط��ب��ی��ع��ͬ ن��م��ای��ش -٢

R(t) = (cos t, sin t, t).

�اص��ل ح� ٢nπ
√
a٢ + b٢ �ه�ی �ط� راب� از x = a cos t, y = a sin t, z = bt �ی��چ �ارپ� م� دور n �ول ط� �د �ی� ده� �ان �ش� ن� -٣

م��ͬ�ش��ود.

ب��ه ش��ده داده ن��ق��اط در زی��ر م��ن��ح��ن��ͬ�ه��ای ب��رای را (T,N,B) دوم ق��ائ��م و اص��ل��ͬ ق��ائ��م م��م��اس، ی����ͺه ب��رداره��ای -۴

آوری��د. دس��ت

R(t) = (cosh t, sinh t, t) t = ٠ •

R(t) = (et cos t, et sinh t, et) t = π
۴ •

ب��ی��اب��ی��د. را c م��اک��س��ی��م��م ان��ح��ن��ای ب��اش��د. z = ١
٣t

٢, x = t, y = ١
٢t

٢ خ��ورده پ��ی��چ م����ͺع��ب ͷی�� c ک��ن��ی��د ف��رض -۵

ش��ود. م��ی��ن��ی��م��م ی��ا م��اک��س��ی��م��م x٢

a٢
+

y٢

b٢
= ١ ب��ی��ض��ͬ ان��ح��ن��ای آن در ک��ه ب��ی��اب��ی��د را ۶)ن��ق��اط��ͬ

آوری��د. دس��ت ب��ه را R(t) = (cosh t, sinh t, t) م��ن��ح��ن��ͬ ت��اب (٧

دارد. ق��رار ص��ف��ح��ه ͷی�� در R(t) = (t٢, ١− ٣t, ۴t− ٢) ده��ی��د ن��ش��ان (٨

آوری��د. دس��ت ب��ه را c ت��اب و ان��ح��ن��ا ب��اش��د. z = ٢ و z = x٢ + y٢ روی��ه�ه��ای م��ش��ت��رک ف��ص��ل c اگ��ر (٩

�م، خ� ق��وس �ول ط� �د. �ری� �ی� �ͽ� ب� �ر �ظ� ن� در را x٢ + ۴y٢ = ۴ و y
√
٣ + z = ١ �ه روی� دو �ت��رک �ش� م� �ل ف��ص� ͬ� �ن� �ح� �ن� م� (١٠

آوری��د. دس��ت ب��ه را خ��م ت��اب و ان��ح��ن��ا ف��رن��ه، ک��ن��ج

�ه �ͺ� ی� �ردار ب� �اب، ت� �ا، �ن� �ح� ان� �اه آن�گ� �د. �اش� ب� ٢z = (y − ٢(١ و y − x = ١ �ه روی� دو �رک �ت� �ش� م� �ل �ص� ف� c �ر اگ� (١١

ک��ن��ی��د. ح��س��اب c ب��رای را دوم ق��ائ��م و ق��ائ��م م��م��اس،

۴



آوری��د. دس��ت ب��ه را (٠, ١) ن��ق��ط��ه�ی در y =
١

x٢ + ١
ب��وس��ان دای��ره م��ع��ادل��ه�ی (١٢

آوری��د. دس��ت ب��ه را (٠, ٠) ن��ق��ط��ه�ی در y = x٢ − sin x ان��ح��ن��ا دای��ره م��ع��ادل��ه�ی (١٣

�ه�ی �ح� �ف� ص� �ا ب� x = t, y = t٢, z = t٢ �ری �ت� �ارام� پ� �ادلات �ع� م� �ا ب� C �م خ� �ر ب� �اس �م� م� �وط �ط� خ� ͬ� �اط� �ق� ن� �ه چ� در (١۴

ه��س��ت��ن��د؟ م��وازی x+ ٢y + z − ١ = ٠

آوری��د. دس��ت ب��ه t = π
٢ در را R(t) = (t+ cos t, t− cos t,

√
٢ sin t) م��ن��ح��ن��ͬ ت��اب و ان��ح��ن��ا (١۵

آوری��د. دس��ت ب��ه را (٠, ٣) ن��ق��ط��ه�ی در ٩x٢ + ۴y٢ = ٣۶ ب��ی��ض��ͬ ب��وس��ان دای��ره م��ع��ادل��ه�ی (١۶

اس��ت. م��س��ط��ح R(t) = (−t٢ + ١, ٢t٢ − ٢, t٣) م��ن��ح��ن��ͬ ده��ی��د ن��ش��ان (١٧

آوری��د. دس��ت ب��ه (٠, π٢ ) ف��اص��ل��ه�ی در را R(t) = (et cos t, et sinh t, et) م��ن��ح��ن��ͬ ط��ول (١٨

�ه ب� t = −١ �ه�ی �ط� �ق� ن� در را R(t) =
(
t +

١
٣
t٣, t − ١

٣
t٣, t٢

)
ͬ� �ن� �ح� �ن� م� �م �ائ� ق� و �ان �وس� ب� �ه �ح� �ف� ص� �ه�ی �ادل� �ع� م� (١٩

آوری��د. دس��ت

م��ͬ�آی��د. دس��ت ب��ه زی��ر راب��ط��ه از ق��ط��ب��ͬ م��خ��ت��ص��ات در م��ن��ح��ن��ͬ ͷی�� ان��ح��ن��ا�ی ش��ع��اع ده��ی��د ن��ش��ان (٢٠

ρ =
(r٢ + r′٢)

٣
٢

|r٢ + ٢r′٢ − rr′′|

در را آن ان��ح��ن��ای ب����ͽی��ری��د ن��ظ��ر در را اس��ت z = x ص��ف��ح��ه ب��ا x٢ + y٢ = ۵ روی��ه�ی ت��لاق��ͬ م��ح��ل ک��ه C خ��م (٢١

ک��ن��ی��د. ح��س��اب p = (١, ٢, ١) ن��ق��ط��ه�ی

�ت دس� �ه ب� t = ١ ازای �ه ب� را �اب ت� و �ا �ن� �ح� ان� r⃗(t) = (
√
٢t)⃗i + (ln t)⃗j + ( ١٢t

٢)k⃗ ͬ� �ای� �ض� ف� ͬ� �ن� �ح� �ن� م� �رای ب� (٢٢

آوری��د.

آوری��د. دس��ت ب��ه را (١, ١) ن��ق��ط��ه�ی در xy = ١ م��ن��ح��ن��ͬ ب��ر ب��وس��ان دای��ره�ی م��ع��ادل��ه (٢٣

r⃗(t) = (sin t)⃗i+ (
√
٢ cos t)⃗j + (sin t)k⃗ ف��ض��ای��ͬ م��ن��ح��ن��ͬ ب��رای -٢۴

ب��ی��اب��ی��د. t = π

٢
ت��ا t = ٠ از را م��ن��ح��ن��ͬ ط��ول ال��ف)

آوری��د. دس��ت ب��ه را t = π

۴
در ب��وس��ان ص��ف��ح��ه�ی م��ع��ادل��ه�ی ب)

�ان �ش� ن� �د، �اش� ب� �ا �ض� ف� در ذره�ای �ان �ͺ� م� �ردار ب� (٠ < b, a) r(t) = (a cosωt)⃗i + (a sinωt)⃗j + bωk⃗ �ر اگ� (٢۵

۵



اس��ت. k =
a

a٢ + b٢
ث��اب��ت ان��ح��ن��ا دارای م��ن��ح��ن��ͬ ای��ن ک��ه ده��ی��د

اس��ت. �روض �ف� م� x(t) = t− t٢ و y(t) = ٢t + ۴ و z(t) = t + t٢ �ت��ری �ارام� پ� �ادلات �ع� م� �ا ب� C �ن��ͬ �ح� �ن� م� (٢۶

ب��اش��د. داش��ت��ه را ان��ح��ن��ا ب��ی��ش��ت��ری��ن ک��ه ک��ن��ی��د ت��ع��ی��ی��ن را م��ن��ح��ن��ͬ از ن��ق��ط��ه�ای

�ا �ن� �ح� ان� �ت اس� �وب �ل� �ط� م� �ت اس� �روض �ف� م� r⃗(θ) =

[∫ θ

٠
cos(

π

٢
t٢)dt

]
i⃗ +

[∫ θ

٠
sin(

π

٢
t٢)dt

]
j⃗ ͬ� �ن� �ح� �ن� م� (٢٧

ن��ق��ط��ه. ه��ر در م��ن��ح��ن��ͬ

.t = ٠ در r(t) = (cos at)⃗i+ (sin at)⃗j + btk⃗ م��ن��ح��ن��ͬ ب��وس��ان ص��ف��ح��ه�ی م��ع��ادل��ه اس��ت م��ط��ل��وب (٢٨

اس��ت. ص��ف��ر آن ت��اب آن�گ��اه ب��اش��د ص��ف��ح��ه در r(t) خ��م اگ��ر ده��ی��د ن��ش��ان (٢٩

آوری��د. دس��ت ب��ه (١, ٠) ن��ق��ط��ه�ی در را y = ln x خ��م ان��ح��ن��ای (٣٠

آوری��د. دس��ت ب��ه را y = ex م��ن��ح��ن��ͬ ان��ح��ن��ا ش��ع��اع م��ی��ن��ی��م��م (٣١

�ت اس� �وب �ل� �ط� م� r(t) =

[∫ t

٠
sin(

π

٢
x٢)dx

]
i⃗ +

[∫ t

٠
cos(

π

٢
x٢)dx

]
j⃗ + (

√
٣t)k⃗ ͬ� �ن� �ح� �ن� م� �رای ب� (٣٢

.t = ٠ در B⃗ و N⃗ و T⃗ ب��رداره��ای

آوری��د. دس��ت ب��ه (٠, ١) ن��ق��ط��ه در را ب��وس��ان دای��ره�ی م��ع��ادل��ه�ی y = ex م��ن��ح��ن��ͬ ب��رای (٣٣

دس��ت ب��ه t = ١ در را ب��وس��ان دای��ره م��ع��ادل��ه r(t) = (٢t)⃗i+ (t٢ − ١)⃗j پ��ارام��ت��ری م��ع��ادل��ه ب��ا C خ��م ب��رای (٣۴

آوری��د.

آوری��د. دس��ت ب��ه θ = ٠ ن��ق��ط��ه در را


r = θ

z = r٢

م��ن��ح��ن��ͬ ت��اب و ان��ح��ن��ا (٣۵

۶




