


هدفهای کلی

.هدفهای کلی این فصل را می توان به صورت زیر خلاصه کرد

شناکردن دانشجو با توابع برداری یک متغیره ، حساب دیفرانسیل و انتگرال.
 
ا 1

وکاربردهای این توابع

مطالعه حرکت در صفحه و فضا با استفاده از ویژگی های توابع برداری . 2

به کاربستن مطالبی از فصل های گذشته در این فصل . 3.



هدفهای رفتاری 

دانشجو پس از مطالعه این فصل بایدبتواند

حد، مشتق وانتگرال توابع برداری یک متغیره را محاسبه کند  
 
.-ا

خم و مسیر را تعریف ومعادله های  پارامتری برخی از مسیر ها را پیدا کند -ب

خم هموار را بشناسد، طول خم داده شده را محاسبه و در صورت امکان خم -ج

.را توسط طول خم پارامتری کند

رابشناسد وطول و... و(چرخزاد)برخی خم ها ی معروف از جمله سیکلوئید -ت

نها را محاسبه کند
 
.انحنای ا

مفاهیم مربوط به حرکت در یک صفحه ،ازجمله سرعت ، شتاب، تندی، -ث

.مولفه های قائم و مماسی شتاب را محاسبه کند



ورد TNدستگاه مختصات متحرک -ج
 
را به ازای هر مسیر داده شده به دست ا

ن برای محاسبه انحنای مسیر، و معادله دایره انحنا استفاده کند
 
.و از ا

.فرمول های مربوط به انحنای مسیر را بداند-چ

را در هر نقطه از مسیر داده شده به دستTNBدستگاه مختصات فضای  ی -ح

ن انحنا وتاب مسیر های فضای  ی را پیدا کند
 
وردو با استفاده از ا

 
.ا

ورد ومسطح یا نا مسطح بودن خم را تشخیص دهد(خ
 
.فرمول های مربوط به تاب را به دست ا

ورد(د
 
.صفحه قائم و صفحه بوسان و دایره و صفحه رک تیفایر را در مورد هر خم داده شده به دست ا



توابع برداری یک متغیره 

تعریف۲. 1. 1

ن          و تابع
 
تابع برداری یک متغیرهرا یک n = 3و n = 2که در ا

.این تابع می نامیمبردو مجموعه     را دامنهرا Aمجموعه 

:  را می توانیم به صورت زیر بنویسیمf(t)و        ، n = 2به ازای  nR

 )t(f,)t(f)t(f 21

nRA:f RA 

nR

ن               و                 توابعی حقیقی روی 
 
از طرف. هستندAکه در ا

:بنابراین داریم. معرف نقطه ای چون                  استf(t)دیگر 

RA:f1 RA:f2 

2R)y,x(X 

)1()t(fx 1,)t(fy 2



، وتوابع    f(A)یعنی مجموعه fنگاره ی معادله پارامتری را (1)معادله های 

.را یک پارامتر می نامیمtو متغیر fو                   را مولفه های 

i، اگر توابع حقیقی               وn =3به همین ترتیب به ازای  چنان2 , 1 =

باشند که

نگاه این توابع را 
 
و معادله هایfمولفه هایا

.را یک پارامتر می نامیمtو متغیر f(A)معادله های پارامتری را 

  At)t(f,)t(f,)t(f)t(f 321 

RA:f1 

)t(fx 1,)t(fy 2,)t(fz 3

RA:f1 RA:f2 



مثال۲. 1. ۲

تابع                     با تعریف (A = [0,1به ازای 

دارای مولفه های

دارای معادله های پارامتری f(A)و مجموعه 

.است

2RA:f 

 t2cos,t2sin)t(f 

,t2sin)t(f1  Att2cos)t(f2 

,t2sinx  t2cosy 

،یعنی دایره واحدr =1و شعاع  O(0,0)دایره به مرکز f(A)توجه کنید که 

نگاهf(A)در واقع اگر                        نقطه دلخواهی متعلق به . است
 
باشد ،ا )A(f)y,x( 

  1t2cost2sinyx 2222 

*



متعلق به دایره واحد است، برعکس هر نقطه دلخواه روی دایره واحد(x,y)یعنی 

At. با            نشان داد*را فقط به یک صورت می توان توسط معادله های 

، یعنی مجموعه fتوجه کنید که نمودار 

را در Gو f(A)در شکل اسلاید بعدی مجموعه های . متفاوت استfبا نگاره

روی است       وانه Gتوجه کنید که . نشان داده ایمtxyدستگاه مختصات 

.قرار دارد

    Att2cos,t2sin,tAt))t(f,t(G 

1yx 22 



(1,0,0)

(0,0,1)

f(A)

o x

t

y



مثال۲. 1. 3

تابع                 با تعریف 

دارای مولفه های 

:عبارت اند ازf(R)معادله های پارامتری . است

3RR:f 

 t3,tsin2,tcos2)t(f 

,tcos2)t(f1  t3)t(f,tsin2)t(f 32 

,tcos2x t3z,tsin2y 

یک زیر مجموعه از      است ولذ ا قابلfتوجه کنید که در این حالت نمودار 

داریم. زیر مجموعه ای از      است f(R)ولی . ترسیم نیست

4R

3R

 t3z,tsin2y,tcos2x)z,y,x()R(f 



مشاهده می کنیم که به ازای هر              ،                     بنابراین هر نقطه 

،f(R)مجموعه . روی استوانه قائم                      واقع است

.می نامیممدور ( هلیس)پیچواررا یک fیعنی نگاره

Rt4yx 22 

)R(f)z,y,x( 4yx 22 

x

4yx 22 



تعریف ۲. ۲. 1

می گوئیم تابع برداری                       با                                        و

با                                                در نقطه             

دارای حد                                                          است اگر

2RRA:f  )t(f,)t(f)t(f 21

3RRA:f  )t(f,)t(f,)t(f)t(f 3210tt 

  )l,l(L,)l,l,l(L 21321 
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l)t(flim,l)t(flim,l)t(flim
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000









 





 به عبارت دیگر تابعf در نقطه      حد دارد اگر و تن    ها اگر هر یک از

ن در این نقطه حد داشته باشد
 
.مولفه های ا

0t



تعریف ۲. ۲. ۲

ن 
 
در نق    طه n = 3یا n = 2می گوئیم تابع                      که در ا

:پیوسته است اگر داشته باشیم

f را رویA می نامیم اگر در هر یک از نقاط پیوستهA پیوسته باشد.

پیوسته است اگرt = aدر نقطه fبا توجه به تعریف مشاهده می کنیم که تابع 

به عبارت دیگر اگر. پیوسته باشدaدر fو تنها اگر هر یک از مولفه های 

نگاه 
 
پیوسته aپیوسته است اگر وتنها اگر توابع                                د رaدر fا

.باشند

nRRA:f Aat 

)a(f)t(flim
at




 )t(f,)t(f,)t(f)t(f 321  )t(f,)t(f)t(f 21یا

  12123 f,ff,f,f



مثال۲. ۲. 3

.پیوسته است t = 0تابع                                                          در نقطه (الف

:حل

:در واقع داریم.در این نقطه پیوسته هستندfزیرا همه مولفه های 

  Rt,e,tsin,1t)t(f t2 

1elim,0sin0tsinlim,111tlim t

0t0t

2

0t




. پیوسته نیست t=0تابع                                                              درنقطه(ب

:حل
:با وجود این داریم. تعریف نشده استt = 0زیرا تابع                             در نقطه

0t,2t,)t2ln(,
t

tsin
)t(f 




















t

tsin
)t(f1

 2ln,1)t(flm
0t






تعریف۲. ۲. ۴

نگاه [a,b]تابعی پیوسته رویn =3یا n = 2وa<bاگر                         با 
 
fباشد ، ا

و )خم مسیریا اثریعنی مجموعه را fنگاره. در     یا      می نامیمخمرا یک 

.خم می نامیممعادلات پارامتری را f [a,b]و معادلات پارامتری (گاه خود خم

nR]b,a[:f 

2R
3R

مثال۲. ۲. ۵

:تابع                         با تعریف 

معادلات پارامتری این خم . پیوسته و لذا یک خم در       است[1 ,1-]روی 

:عبارت اند از 

2R]1,1[:f 

 2t,t)t(f 

2R

]1,1[t,ty,tx 2 



:عبارت است ازfاثر این خم یا نگا ره 

 
 1x0)x,x(

]1,1[t,ty,tx)y,x( 2





   ]1,1[t)t,t(]1,1[t)t(f]1,1[f 2 

.را رسم کرده ایمf [-1,1]در شکل زیر 

(1,1)

(0,0)

(الف)شکل 



را ازfاثر خم(x,y)افزایش می یابد ، نقطه  0تا -1از tتوجه کنید که وقتی 

افزایش یابد نقطه 1تا 0از tهمچنین وقتی. یک بار می پیماید(0و0)تا (1 ,1)

(x,y)اثر خمf بنابراین هریک از دسته. مجدداً طی می کنند(1,1)تا (0,0)را از

معادله های 

خم مذکور با مع ادلات(ب)در شکل . معادلات پارامتری خم واحدی هستند

نش  ان داده **خم مذکور با معادلات پارامتری ( پ)ودر شکل * پارامتری 

روی خم را نش  ان (x,y)در این شکل ها پیکان ها جهت حرکت نقطه .شده اند

.می دهند

]0,1[tty,tx 2 

]1,0[tty,tx 2 

*

**



(1,1)

(0,0)

(ب)شکل 

(1,1)

(0,0)

(پ)شکل 



مثال۲. ۲. ۶

اثر خم

.را مشخص می کنیم

:حل
:عبارتست ازfبنا بر تعریف ، اثر

چون

t،x=cosh2t >0چون به ازای هر  . روی استوانه                      قرار داردf(A)پس 

پس برای ترسیم استوانه مذکور تنها شاخه ای از هذلولی

ن مثبت است
 
.را در نظر می گیریم که مختص اول هر نقطه ا

Rt)t,t2sinh,t2(cosh)t(f 

 Rt)t,t2sinh,t2(cosh)R(f 

1t2sinht2coshyx 2222 









0z

1yx 22

1yx 22 



را روی قسمتی استوانه                    رارسمf، اثر f(R)در شکل زیر قسمتی از 
.کرده ایم

1yx 22 

1yxاستوانه 22 

x

z

y

(1, 0, 0)

o

یکی از مجانب های هذلولی

1yxهذلولی 22 
f(R)



مثال۲. ۲. ۷

قسمتی از خم فصل مشترک رویه های

(الف

(ب

.است رسم می کنیمxyzرا که در یک هشتم اول دستگاه مختصات

:حل

است (x,y,z)مجموعه نقاطxyzبنابر تعریف یک هشتم اول دستگاه مختصات 

خم مورد نظر از تلاقی استوانه.ک   ه                          

ید
 
.با کره زیر به دست می ا

x2yx 22 

4zyx 222 

0x,0y,0z 

1y)1x( 22 

4zyx 222 



.رسم کرده ایمyوxدر شکل زیر این خم را با تعویض نقش محور های

خم مورد نظر

y

z

xo



مثال۲. ۲. ۸

.بدون این که بلغزد می غلتدxروی محور xoyدر صفحه aدایره ای به شعاع 

پدیدxoyاین نقطه یک خم روی صفحه . می نامیمPنقطه ای از این دایره را 

ورد
 
می خواهیم معادله های . می نامیمسیکلوئیدیا چرخزاداین خم را . می ا

وریم
 
.پارامتری چرخزاد را به دست ا

. مبدا مختصات باشدO، نقطه Pبرای این منظور فرض می کنیم مکان اولیه 

در وضعیت شکل زیر Pمی غلتانیم که xحال دایره را در جهت مثبت محور 

.قرار گیرد



o

E

D

P

F

A B

C

x

y

2




2






X



بنا براین.مساوی اندOBو پاره خط PBوOPتوجه کنید که طول های کمانهای 

باشدPمختصات نقطه (x,y)اگر. به زاویه      بستگی داردPشکل ، مختصات نقطه 

نگاه
 
ا

x=OB-AB       ,         y=OD-DE=a+DE

داریمPFCاز مثلث 

داریمaو شعاع Cدر دایره به مرکز 

OB = PB = a     

در نتیجه














 sina

2
cosaFCAB








 
 cosa

2
sinaPFED



 cosaay,sinaax



o

y

x

چرخزاد، طول خم          برابراست با

1A
2A

1OAa2



تعریف ۲. 3. 1

می گوئیم تابع برداری 

است اگرمشتقپذیردر نقطه                         

منظور از وجود حد فوق،t =bو t =aبدیهی است در نقاط . وجود داشته باشد

.وجود حد های یکطرفه به ترتیب راست وچپ است

)3n2n(,R]b,a[:f n  یا

]b,a[tx 

 )t(f)x(f
tx

1
lim

tx






می نامیمtدر نقطهfمشتق مشتقپذیر باشد،حد فوق را tدر نقطه fدرصورتی که 

ن را با             یا               نشان می دهیم
 
بنابراین. وا

.را به ترتیب با                 یا             نشان می دهیمt=bو t =aدر نقطه fمشتق 

بنابراین

tx

)t(f)x(f
lim)t(f

tx 






)t(f )t(
dt

df

)a(f )b(f 

ax

)a(f)x(f
lim)a(f

ax 








bx

)b(f)x(f
lim)b(f

bx 










،n = 2به ازای *

،n = 3به ازای **

 بنابراینfدر نقطهtن در اینمشتق پذیر
 
است اگر وتنها اگر مولفه های ا

.نقطه مشتق پذیر باشند

مثال۲. 3. ۲

مشتق تابع

.را در نقطه                پیدا می کنیم

 )t(f,)t(f)t(f 21


 )t(f,)t(f,)t(f)t(f 321


 2x1 x1,xln,e)x(f
2

 

2

1
x 



:حل

:داریم x >0به ازای هر **بنابر رابطه 

در نتیجه









  x2,

x

1
,xe2)x(f

2x1

 1,2,e
2

1
f 4/3 










مثال۲. 3. 3

می خواهیم                                                           را به ازای

.محاسبه کنیم

)0()g.f( ,)0()gf( ,)0()f( 

 t2,1t,1t)t(f 2 















 t2,

1t

1t
,

1t

t2
)t(g

2

2

2

)1t2ln()t( 



:حل
داریم

  )2,0,
2

1
()0(f,0,1,1)0(f 

  )2,0,2()0(g,0,1,0)0(g 

2ln)0(,0)0( 

220)0(g).0(f)0(g).0(f)0()g.f( 

202

011

kji

010

20
2

1
kji

)0()gf( 





)
2

3
,2,0()2,2,2()

2

1
,0,2( 

)2ln2,0,2ln
2

1
()2,0,

2

1
(2ln)0(f)0()0(f)0()0()f( 



:قضیه۲. 3. ۴

زنجیر توابع

ن              و 
 
در fفرض کنید . است در نظر بگیریدRیک بازه در Iرا که در ا

در این صورت تابع برداری . مشتقپذیر باشندs=f(t)در نقطه gنقطه             و

مشتقپذیر است و داریمtدر نقطه 

یا به عبارت دیگر

.یک تابع اسکالر استfتوجه کنید که در این قضیه تابع 

32nRI]b,a[ ngf  یا

gof

I]b,a[f 

]b,a[t

nR]b,a[:gof 

  )t(f))t(f(g)t(gof 


dt

df

ds

dg

dt

ds
.

ds

dg

dt

)gof(d




اگر (ب

h(t)و به ویژه           را محاسبه می کنیم. )1(h












 tln,1tsin,

1t

1
)t(h

:حل

:قرار می دهیم

وریم
 
h(t)=(gof)(t):              و به دست می ا

و                      و                         f(2) =1چون 

1t

1
)t(f,)t1ln(,tsin,

t

1
)t(g













2

1
)2(f 2/3)1t(

2

1
)t(f 













t1

1
,tcos,

t

1
)t(g
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2

1
,1cos,1)1(g

مثال۲. 3. ۵













 

t1

1
,tcos,

t

1
)1t(

2

1
)t(h

2

2/3











2

1
,1cos,1

2

1
)2(f)1(g)2(h

تعریف ۲. 3. ۶

تابع برداری 

می نامیم اگر به ازای هر             ،        وجود داشته،هموار[a,b]را روی 

.پیوسته باشد و داشته باشیم                [a,b]روی 

:داریمtتوجه کنید به ازای هر  n = 2اگر 

نگاه نابرابری 
 
ید*ا

 
.به صورت زیر در می ا

32nR]b,a[:f n  یا

]b,a[t)t(f 

0)t(f 

 )t(f,)t(f)t(f 21

    0)t(f)t(f
2

2

2

1 



 و بنا براین خمf همواره روی(a,b) هموار است اگر وتنها اگر در هر نق  طه

توجه کنید که این مطلب در حالت  . غیر صفر باشدfمشتق یکی از مولفه های 

n = 3نیز برقرار است.

مثال۲. 3. ۷
خم(الف

ن         t = 0هموار نیست ، زیرا در نقطه [1 ,1-]روی 
 
مولفه اول ا

.مشتقپذیر نیست

. هموار است[0,1]خم زیر روی (ب

 )t1(,)t1ln(,t)t(f 2

t)t(f1 

 1t,tsin,tsin)t(f 2 



مثال۲. 3. ۸

خم (الف

.مشتق نداردt = 0پاره هموار است ، زیرا این خم در نقطه [1,1-]روی 

  ]1,1[t)t1(,)t1ln(,t)t(f 2 

هموار نیست0چرخزاد به عنوان یک خم در نقطه های(ب

.و در بقیه نقاط هر بازه متناهی هموار است

,a2,a4,... 

خم(پ

هموار نیست، زیراt = 0در نقطه 

0)0(f 

)t,t,t()t(f 422



تعریف ۲. ۴. 1

فرض میکنیم(الف

نشان می دهیم وبا رابطه زیر تعریف sاین خم را با طول. باشدهموارخمی 

:می کنیم

32nR]b,a[:f n  یا

dt)t(fs
b

a 

باشد وپاره هـــــموار[a,b]در نقاط                        متعلق به fاگر (ب

را با رابطه زیر تعریف می کنیمfطول

1n t,...,t

bt...tta n21 

dt)t(f...dt)t(fdt)t(fs
b

t

t

t

t

a n

2

1

1

 



ید
 
.با قرار دادن               و                این فرمول به صورت زیر در می ا

0ta 1ntb 







n

0i

t

t
dt)t(fs

1i

i

o

y

x

1t 2t0ta  3tb 

dt)t(f
1

0

t

t  dt)t(f
2

1

t

t  dt)t(f
3

2

t

t 

طول خم پاره هموار



 توجه کنید که اگر به ازایn =2

نگاه
 
ا

و بنابراین                                              داریمn = 3همچنین به ازای 

 )t(f,)t(f)t(f 21

dt)t(f)t(fdt)t(fs
b

a

2

2

2

1

b

a  

 )t(f,)t(f,)t(f)t(f 321

dt)t(f)t(f)t(fdt)t(fs
b

a

2

3

2

2

2

1

b

a  



مثال۲. ۴. ۲

طول خم(الف

مساوی است با

  ]1,0[tt,t)t(f 2 

 52ln
4

1

2

5
dtt41dt)t2(1

1

0

2
1

0

2  

خم(ب

ن مساوی است با
 
هموار است و طول ا

  ],0[ttsin,tcos)t(f 

 


dtdttcostsin
00

22



در نتیجه

1
ds

dt


با توجه به این پدیده تعریف زیر را داریم.

 ،مشاهده می کنیم که طول خم تابعی از پارامتر تعریف کننده  خم نیز هست

نگا ه
 
یعنی اگر                       ا

استtتابعی مشتقپذیر ازsاست، پس [a,b]چون              تابعی پیوسته روی

و داریم

bta 

  d)(f)t(s
t

a

)(f 

dt

df
)t(f

dt

)t(ds




تعریف ۲. ۴. ۵
می گوئیم خم

یا

شده است اگرپارامتری توسط طول خم 

پارامتر دیگری برای خم باشد، داریمtالبته با توجه به قاعده زنجیری، اگر 

32nR]b,a[:f n  یا

 )s(f,)s(f)s(f 21  )s(f,)s(f,)s(f)s(f 321یا

1
ds

df


dt

ds

)t(f

ds

dt
)t(f

ds

dt
.

dt

df

ds

df 


)t(f

)t(f

ds

df








مثال۲. ۴. ۶

پیچوار(ب

.رانسبت به طول خم پارامتری می کنیم

  Rtbt,tsina,tcosa)t(f 

:حل
عبارت است از [t,0]طول خم در بازه  

واز این رو ، در هر دو مورد داریم

وریمfرا در تعریف tحال این مقدار 
 
.قرار می دهیم و به دست می ا

tbadba)t(s 22
t

0

22  

tbadba)t(s 22
0

t

22  

22 ba

s
t






و به علاوه داریم sمساوی است با[s,0]در بازه fاکنون توجه کنید که با این نمایش طول خم 

1
ds

df


یا خم(پ
 
ا

را می توان با طول خم پارامتری کرد؟

  Rte,tcose,tsine)t(f ttt 

:حل

عبارتست ازf(t)طول خم از نقطه        تا . نقطه          را در نظر می گیریم Rt0)t(f 0

)ee(3d3ed)(f)t(s 0

00

tt
t

t

t

t
 



0s,
ba

bs
,

ba

s
sina,

ba

s
cosa)s(f

222222




















است و داریمsتابعی از tبنابراین 

ن را به صورت زیر sدر نتیجه خم را می توان توسط 
 
پارامتری کرد و مولفه های ا

ورد
 
.به دست ا

00 ttt
e

3

s
ee

3

s
lnt 








 یا

0s,e
3

s
lnsine

3

s
)s(f 00 tt

1 


















0s,e
3

s
lncose

3

s
)s(f 00 tt

2 


















0s,e
3

s
)s(f 0t

3 

توجه کنید که با انتخاب              این مولفه ها صورت ساده تری به خود می گیرند. 0t0 

که اگر به ازای  n = 2 که اگر به ازای n = 2



تعریف۲. ۷.۴
انتگرال تابع پیوسته 

.را به صورت                 نشان می دهیم و به صورت زیر تعریف می کنیم

,R]b,a[:f n  )t(f,)t(f,)t(f)t(f 321


b

a
dt)t(f






 

b

a
3

b

a
2

b

a
1

b

a
dt)t(f,dt)t(f,dt)t(fdt)t(f

.به همین ترتیب انتگرال تابع پیوسته زیر تعریف می شود

 برداری از جنس مقادیر همان تابعتابع برداری، توجه کنید که انتگرال هر

مفهوم انتگرال تابع برداری بسیاری از ویژگی های انتگرال توابع حقیقی. است

.باوجوداین، این مفهوم درقضیه میانگین برای انتگرال صدق نمی کند. را دارا است

  ]b,a[t)t(f,)t(f)t(f 21 



حرکت در صفحه. ۵

تعریف۲. ۵. 1

می نامیم ، در شکل زیر مسیرtرا شعاع حامل متحرک در لحظه OAبردار 

.مشاهده می کنیدbوaمتحرکی را در لحظه های                     و  00 t,tt 

o

y

x

f(a)

f(b)

)t(f 0

)tt(f 0 



تعبیر های مشتق۲. ۵. ۲

فرض کنید

باشد، در این صورت رابطهtمکان متحرکی در لحظه 

بنابراین. مکان این متحرک در لحظه           خواهد بود

در نتیجه در . تا            استtدر بازه زمانی از بردار سرعت متوسطنماینده 

صورتی که حد

. خواهد بودtوجود داشته باشد، برابربا بردار سرعت در لحظه 

tt 

tt 

j)t(yi)t(x)t(f 

j)tt(yi)tt(x)tt(f 

t

)t(f)tt(f





t

)t(f)tt(f
lim

0t 







نشان دهیم، بنا به تعریف مشتق داریمv(t)را باtبا توجه به این مطلب اگر سرعت متحرک در لحظه

)t(vj)t(yi)t(x)t(f 

، مساوی است با سرعت متحرک در این لحظه، اکنونtدر لحظه fیعنی مشتق 

با توجه به شکل اسلاید بعدی  مشاهده می کنیم که

بنابراین داریم



 PQi)t(f)tt(f

t

PQ

t

)t(f)tt(f











f(t)

v

v

P

Q

s

x

o

y



n

)tt(f 

.رسم شود ، بر مسیر متحرک مماس استf(t)از vاگر 



نگاه نقطه 
 
میل می کند وPروی مسیر متحرک به نقطه Qدر نتیجه اگر            ا

این بدان معناست که اگر مبدا. به خط مماس بر خم تبدیل می شودPQلذا خط 

نگاه Pرا به نقطه vبردار 
 
بر مسیر متحرک یا بر خم داده شده v(t)منتقل کنیم ا

.مماس می شود

 استمماسبنابراین مشتق به عنوان یک بردار بر مسیر متحرک.

0t



تعریف۲. ۵. 3

بردار سرعت متحرکاندازهباشد،           را tسرعت متحرک در لحظه v(t)اگر 

.می نامیم

بنابراین خم مشتقپذیر 

نگاه اندازه بردار سرعت این متحرک عبارت است از
 
مسیر متحرک باشد ا

 اندازه بردار سرعت یک عددتوجه کنید که سرعت متحرک یک بردار و

.است

)t(v

j)t(yi)t(x)t(f 

22

22

dt

dy

dt

d
)t(y)t(x)t(v 





















مثال۵. ۲. ۴

عبارت است ازtمکان متحرکی در لحظه(الف

.مسیر، سرعت و اندازه بردارسرعت این متحرک رامعین می کنیم

jeie)t(f tt 

:حل

عبارت اند ازtمختصات متحرک در لحظه 

وy >0و t ،x >0مشاهده می کنیم که در هر لحظه 

.بنابراین مکان متحرک شاخه ای از هذلولی            است که در ربع اول واقع است

,ex t tey 

x

1
y 

x

1
y 



o

y

x

v(t)

عبارت اند ازtسرعت و اندازه بردار سرعت این متحرک در لحظه 

,jeie)t(v tt  t2cosh2ee)t(v t2t2  



مشاهده می کنیم که

است لذا بردار ( منفرجه)، باز xبنابراین زاویه بردار سرعت با جهت مثبت محور 

.سرعت به صورتی است که در شکل اسلاید پیش نشان داده شده است

0
e

e

)t(x

)t(y

dx

dy
t

t












یک ذره طبق رابطه زیر حرکت می کند(ب

ن 
 
مسیر، سرعت واندازه بردار سرعت این. و     اعداد مثبت وثابت اندrکه در ا

.متحرک را شناسای  ی می کنیم

j)tsinr(i)tcosr()t(f 





:حل

عبارت اند از tمختصات این متحرک در لحظه 

چون

 پس مسیر متحرک دایره ای به مرکز مبدا مختصات و شعاعrاست.

عبارت اند ازtسرعت و اندازه بردار سرعت متحرک در لحظه 

tsinr)t(y,tcosr)t(x 

222 r)t(y)t(x 

j)tcosr(i)tsinr()t(v 

 r)tcost(sinr)t(v 2222



چون

مساویxبا جهت مثبت محور v(t)، زاویه بردار سرعت tبنابراین در لحظه

است با

مساوی xبا جهت مثبت محور f(t)،شعاع حامل tبا توجه به اینکه در لحظه 

در هر لحظه بر هم v(t)و f(t)است با       ، نتیجه می گیریم که بردارهای 

.استtجهت افزایش در v(t)عمودند وجهت 

















 t

2
tantancotr

tsinr

tcosr

dx

dy












t

2

t














t

2

t

v(t)

y

x

شعاع حامل و سرعت متعامدند



تعریف ۲. ۵. ۵

فرض کنید خم

در این صورت بردار. مسیر متحرکی است و دست کم دو بار مشتقپذیر باشد

ن را با شتاب متحرکرا 
 
.نشان می دهیمa(t)می نامیم ومعمولًا ا

 بنابراین بردارa(t)شتاب متحرک ، مشتق سرعت متحرک است.

,R]b,a[:f 2 j)t(yi)t(x)t(f 

j)t(yi)t(x)t(f 

j)t(yi)t(x)t(v)t(a 



بردار یکه مماس۵. ۲. ۷

فرض کنید مسیر متحرک ، خم

به ویژه داریم. ، پارامتری شودsتوسط پارامتر طول خم 

بنابراین داریم

(الف

(ب

ولذا

,R]b,a[:f 2 j)t(yi)t(x)t(f 

  d)(v)t(s
t

t0

)t(v
dt

ds


)t(v
ds

df

dt

ds
.

ds

df

dt

df
)t(V 

)t(v

)t(v

ds

df




یعنی اگر خم ، مسیر متحرک ، نسبت به پارامتر طول خم پارامتری شود، 

ن با جهت 
 
بردارسرعت نسبت به این پارامتر ، برداری واحد است و جهت ا

بردار یکهاین بردار را . بردارسرعت نسبت به هر پارام   تر دیگر یکی است

.نشان می دهیمTمی نامیم و با مماس

.رسم کرده ایمtرا در لحظه Tدر شکل اسلاید بعدی بردار یکه مماس 

)t(v

)t(v

ds

df
T 



y

x

T

v(t)

f(t)

)t(f 0

بردار یکه مماس



بردار یکه قائم۵. ۲. 10

فرض کنید خم هموار

برT، بردار یکه مماس tبنابراین درهر لحظه . مسیر حرکت یک متحرک باشد

.را   می نامیمxبا جهت مثبت محور Tزاویه . این خم یا مسیرتعریف شده است

چونTن تابعی از اندازه زاویه    است
 
.برداری یکه است، پس جهت ا

,R]b,a[:f 2 j)t(yi)t(x)t(f 





با توجه به شکل اسلاید بعدی می نویسیم

داریم

j)(sini)(cos)(TT 

j
2

sini
2

cosj)(cosi)sin(
d

dT







 








 








T

y

x

cos

sin

زاویه ای بهxاست و با جهت مثبت محور Tبنابراین        برداری یکه وعمود بر 

با جهت هایTبنابراین          دو بردار یکه قائم بر . اندازه               می سازد

ن به طرف تعقر خم است .مخالف هم هستند
 
یکی از این دو بردار را که جهت ا

.نشان می دهیم Nبردار یکه قائم می نامیم وبا 

d

dT




d

dT




2



y

x

T

بردار های یکه قائم مماس

N



مولفه های مماسی و قائم سرعت وشتاب۵. ۲. 11

فرض کنید مسیر متحرک ، خم هموار و دو بار مشتقپذیر 

مساوی است باtسرعت این متحرک در لحظه . باشد

*

داریمTNبنابراین در دستگاه مختصات 

این عددها را به0عبارت است از       و TNدر دستگاه v(t)یعنی مولفه های 

.می نامیمسرعتمولفه های مماسی و قائمترتیب 

,R]b,a[:f 2 j)t(yi)t(x)t(f 

T
dt

ds

dt

ds
.

ds

df

dt

df
)t(V 










N0T
dt

ds
)t(V 










dt

ds



وریمtنسبت به *حال از رابطه 
 
.مشتق می گیریم تا شتاب متحرک را به دست ا

داریم

داریم.حال                 را با استفاده از پارامتر      محاسبه می کنیم

**

وریم 
 
با قرار دادن            از این رابطه در رابطه فوق به دست می ا

***

ن است
 
می دانیم که          نامزد خوبی برای بردار یکه قائم است فقط جهت ا

ن 
 
برای تشخیص جهت. قرار دهیمNکه اجازه نمی دهد در این رابطه به جای ا

.به صورت زیر عمل می کنیم

T
dt

d

dt

ds
.T

dt

sd
T

dt

ds

dt

d
)t(a

2

2




















T
dt
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dt

ds
.
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d
.

d

dT

dt

d
.

d

dT

dt

dT 









dt

dT























d

dT

ds

d

dt

ds
T

dt

sd
)t(a

2

2

2

d

dT

d

dT



نگاه    نسبت به (الف
 
،tصعودی است وبنابراین با افزایش  tاگر              ا

T در جهت مثلثاتی تابیده می شود و لذا زاویه بینT و        که برابر    است

این بدان معناست که. در جهت مثلثاتی تغییر می کند

0
dt

d




d

dT

2





N
d

dT




نگاه      نسبت به ( ب
 
،tنزولی است و لذا بر حسب افزایش tاگر               ا

Tو دراین حالت داریم. در حهت عقربه های ساعت تابیده می شود

را می توان به صورت زیر نوشت**در نتیجه فرمول 

0
dt

d




N
d

dT




N
ds

d

dt

ds
N

ds

d

dt

ds

dt

dT 








 













ید*** با استفاده از این فرمول ، رابطه 
 
.به صورت زیر در می ا

N
ds

d

dt

ds
T

dt

sd
)t(a

2

2

2 










مولفه های مماسی وقائم شتابرا به ترتیب و             عددهای    

نها را به ترتیب با   . می نامیم
 
بنابراین داریم. نشان می دهیمو   وا

از این رابطه نتیجه می شود که

لازم است کهبنابراین برای پیدا کردن

.را محاسبه کنیم

2

2

dt

sd

ds

d

dt

ds
2
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  NT aa  2
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تعریف ۲. ۵. ۵

فرض کنید خم

در این صورت بردار. مسیر متحرکی است و دست کم دو بار مشتقپذیر باشد

ن را با شتاب متحرکرا 
 
.نشان می دهیمa(t)می نامیم ومعمولًا ا

 بنابراین بردارa(t)شتاب متحرک ، مشتق سرعت متحرک است.

,R]b,a[:f 2 j)t(yi)t(x)t(f 

j)t(yi)t(x)t(f 

j)t(yi)t(x)t(v)t(a 



بردار یکه مماس۲. ۵. ۶

فرض کنید مسیر متحرک ، خم

به ویژه داریم. ، پارامتری شودsتوسط پارامتر طول خم 

بنابراین داریم

(الف

(ب

ولذا

,R]b,a[:f 2 j)t(yi)t(x)t(f 

  d)(v)t(s
t

t0

)t(v
dt

ds


)t(v
ds

df

dt

ds
.

ds

df

dt

df
)t(V 

)t(v

)t(v

ds

df




یعنی اگر خم ، مسیر متحرک ، نسبت به پارامتر طول خم پارامتری شود، 

ن با جهت 
 
بردارسرعت نسبت به این پارامتر ، برداری واحد است و جهت ا

بردار یکهاین بردار را . بردارسرعت نسبت به هر پارام   تر دیگر یکی است

.نشان می دهیمTمی نامیم و با مماس

.رسم کرده ایمtرا در لحظه Tدر شکل اسلاید بعدی بردار یکه مماس 

)t(v

)t(v

ds

df
T 



y

x

T

v(t)

f(t)

)t(f 0

بردار یکه مماس



بردار یکه قائم۲. ۵. ۷

فرض کنید خم هموار

برT، بردار یکه مماس tبنابراین درهر لحظه . مسیر حرکت یک متحرک باشد

.را   می نامیمxبا جهت مثبت محور Tزاویه . این خم یا مسیرتعریف شده است

چونTن تابعی از اندازه زاویه    است
 
.برداری یکه است، پس جهت ا

,R]b,a[:f 2 j)t(yi)t(x)t(f 





با توجه به شکل اسلاید بعدی می نویسیم

داریم

j)(sini)(cos)(TT 

j
2

sini
2

cosj)(cosi)sin(
d

dT







 








 








T

y

x

cos

sin

زاویه ای بهxاست و با جهت مثبت محور Tبنابراین        برداری یکه وعمود بر 

با جهت هایTبنابراین          دو بردار یکه قائم بر . اندازه               می سازد

ن به طرف تعقر خم است . مخالف هم هستند
 
یکی از این دو بردار را که جهت ا

.نشان می دهیم Nبردار یکه قائم می نامیم وبا 

d

dT




d

dT




2



y

x

T

بردار های یکه قائم مماس

N

دستگاه مختصات فرنه



مولفه های مماسی و قائم سرعت وشتاب۲. ۵. ۸

فرض کنید مسیر متحرک ، خم هموار و دو بار مشتقپذیر 

مساوی است باtسرعت این متحرک در لحظه . باشد

*

داریمTNبنابراین در دستگاه مختصات 

این عددها را به0عبارت است از       و TNدر دستگاه v(t)یعنی مولفه های 

.می نامیمسرعتمولفه های مماسی و قائمترتیب 

,R]b,a[:f 2 j)t(yi)t(x)t(f 

T
dt

ds

dt

ds
.

ds

df

dt

df
)t(V 










N0T
dt

ds
)t(V 










dt

ds



وریمtنسبت به *حال از رابطه 
 
.مشتق می گیریم تا شتاب متحرک را به دست ا

داریم

داریم. حال                 را با استفاده از پارامتر      محاسبه می کنیم

**

وریم 
 
با قرار دادن            از این رابطه در رابطه فوق به دست می ا

***

ن است
 
می دانیم که          نامزد خوبی برای بردار یکه قائم است فقط جهت ا

ن 
 
برای تشخیص جهت. قرار دهیمNکه اجازه نمی دهد در این رابطه به جای ا

.به صورت زیر عمل می کنیم

T
dt

d

dt

ds
.T

dt

sd
T

dt

ds

dt

d
)t(a

2

2




















T
dt

d










dt

ds
.

ds

d
.

d

dT

dt

d
.

d

dT

dt

dT 









dt

dT























d

dT

ds

d

dt

ds
T

dt

sd
)t(a

2

2

2

d

dT

d

dT



نگاه    نسبت به (الف
 
،tصعودی است و بنابراین با افزایش  tاگر              ا

T در جهت مثلثاتی تابیده می شود و لذا زاویه بینT و        که برابر    است

این بدان معناست که. در جهت مثلثاتی تغییر می کند

0
dt

d




d

dT

2





N
d

dT




نگاه      نسبت به ( ب
 
،tنزولی است و لذا بر حسب افزایش tاگر               ا

Tو دراین حالت داریم. در جهت عقربه های ساعت تابیده می شود

را می توان به صورت زیر نوشت**در نتیجه فرمول 

0
dt

d





N
d

dT




N
ds

d

dt

ds
N

ds

d

dt

ds

dt

dT 








 













ید*** با استفاده از این فرمول ، رابطه 
 
.به صورت زیر در می ا

N
ds

d

dt

ds
T

dt

sd
)t(a

2

2

2 










مولفه های مماسی وقائم شتابعددهای         و                     را به ترتیب 

نها را به ترتیب با       و       نشان می دهیم. می نامیم
 
بنابراین داریم. و ا

از این رابطه نتیجه می شود که

بنابراین برای پیدا کردن                 لازم است که

.را محاسبه کنیم

2

2

dt

sd

ds

d

dt

ds
2











Ta
Na

NaTa)t(a NT 

N
2

T
22

aa)t(a 

  NT aa  2

T

2
N

22
a)t(aa)t(a 



مثال۲. ۵. ۸

بردار یکه قائم ، مولفه های مماسی و قائم شتاب متحرکی با معادله مسیر(الف

.حرکت زیر را پیدا کنید

j)tcostt(sin3i)tsintt(cos3)t(f 

:حل
داریمtدر لحظه 

بنابراین

عبارت است ازtولذا بردار یکه مماس در لحظه 

j)tsint3(i)tcost3()t(v 

t3)t(v
dt

ds


j)t(sini)t(cos

dt

ds

)t(v
T 



، یعنیtبرابراست با xبا جهت مثبت محور Tاین  فرمول نشان می دهد که زاویه 

بنابراین                      در نتیجه بردار یکه قائم بر مسیر عبارت است از. 

چون         پس

و بنابراین مولفه های مماسی و قائم شتاب عبارت اند از

ید
 
.  در نتیجه شتاب متحرک به صورت زیر به دست می ا

t01
dt

d




j)t(cosi)tsin(
dt

dT

d

dT
N 




tt3
dt

ds

d

ds




3
dt

ds

dt

d

dt

sd
a

2

2

T 









t3
t3

)t3(

ds

d

dt

ds
a

22

N 












tN3T3)t(a 



تعریف ۲. ۵. ۹

عدد           را که سرعت خمیده شدن مسیر متحرک نسبت به پارامتر طول 

ن را با حرف یونانی    خمیا انحنای مسیرخم است، 
 
بخوانید)می نامیم و ا

.نشان می دهیم( کاپا

 می توان ثابت کردکه انحنای   ذاتی خود مسیر است و به انتخاب دستگاه

با وجود این پیدا کردن فرمولی برای محاسبه      بر. مختصات بستگی ندارد

.حسب مختصات مورد استفاده بسیار مناسب است



ds

d










.انحنای دایره زیر را پیدا کنید

بنابراین داریم

در نتیجه                  و داریم 

و در نهایت مقدار انحنا را خواهیم داشت

.مثال



 باشد ( کمتر) با توجه به تعریف مشاهده می کنیم که هر چه       یا         بیشتر

است و لذا انتظار می رود که خمیدگی یک دایره ( کمتر ) خمیدگی خم بیشتر 

.باشدصفر و بر عکس خمیدگی خط راست بسیار بزرگکوچک عددی 

ds

d

مثال۲. ۵. 10

.انحنای خط راست زیر را پیدا کنید(الف

y=ax+b

:حل

.این خط را می توان به عنوان نگاره خم زیر در نظر گرفتx = tبا قرار دادن 

f (t)  = t i+ (a t + b) j



داریم
a (t) = 0

و از این رو 

چون

پس

چیزی که انتظارش را داشتیم. بنابراین انحنای خط راست صفر است.

0a
ds

d

dt

ds
N

2













0a1)t(v
dt

ds 2 

0
ds

d






 با توجه به فرمول تجزیه بردار شتاب در دستگاه فرنه و تعریف انحنا قضیه زیر را

.داریم

محاسبه انحنا بر حسب مختصات۲. ۵. 11

:قضیه

****







مثال۲. ۵. 1۲

مسیر متحرک خمی با معادلات پارامتری زیر است(الف

x(t) = 3cos t                ,              y(t)=4sint

.و             پیدا کنیدt = 0و سپس در لحظه های tانحنای این مسیر را در لحظه 

:حل
داریم

بنابراین

tsin4y,tcos4y,tcos3x,tsin3x 

2/3222/322

22

)tcos16tsin9(

12

)tcos16tsin9(

tcos12tsin12









2
t






و              داریمt = 0به ازای 
2

t




,
16

3

36

12
)0( 

9

4

27

12
)

2
( 




.انحنای خم                     را پیدا کنید (ب

:حل
داریم**** از فر مول 

انحنای این خم عبارت است از( 0و0)مثلًا در نقطه 

2/32

2
x ))(1(

2

1




2

1
)0( 

2xy4 



 خرین مفهوم این قسمت ، یعنی دایره ا نحنا را معرفی می کنیم
 
.حال ا

تعریف ۲. ۵. 13

ن را در نظر می گیریمPخم هموار و دو بار مشتقپذیر زیر و نقطه 
 
.واقع بر ا

دایره ای مماس می کنیم کهPبر این خم در نقطه 

انحنای دایره مساوی با شد با انحنای خم(الف

این. باشد Pمرکز دایره در طرف تقعرخم و روی خط قائم بر خم در (ب

ن را به ترتیب (بوسان)انحنادایرهدایره را 
 
درمرکز و شعاع انحنای خم ، مرکز و شعاع ا

.می نامیم Pنقطه 



o

y

x

C

P

مرکز انحنا

شعاع انحنا

دایره انحنا



مثال۲. ۵. 1۴
.پید ا می کنیم ( 0و1)معادله دایره انحنای خم                  را در نقطه  xey 

:حل

برای این منظور انحنای مسیر را . نخست شعاع انحنای مسیر را پیدا می کنیم

وریم
 
داریم. به دست می ا

انحنا مساوی است با(0,1)بنابراین در نقطه 

در نتیجه شعاع انحنا برابر است با

2/3x2

x

2/32 )e1(

e

)y1(

y









3

2

1










  32
1

a 






.مرکز دایره انحنا را پیدا می کنیم(1 ,0)اکنون روی خط عمود بر خم در نقطه 

معادله این خط عبارت است از

y = 1-x                                                           

مرکز انحنا باشد ، باید داشته باشیمA(a,b)بنابراین اگر 

322 2)1b(a,a1b 

وریم bو aبا حل این دستگاه نسبت به 
 
، بنابراینb = -1و b = 3بدست می ا

در طرفA(2, -1)و A(-2, 3)نقاط ممکن برای مرکز دایره انحنا عبارت اند از

مقعر خم واقع است در نتیجه معادله دایره انحنا عبارت اند از

322 2)3y()2x( 



حرکت در فضا ۲. ۶

تعریف مفاهیم اولیه۲. ۶. 1

فرض کنید خم مشتقپذیر 

بردار. مسیر یک متحرک باشد 

ن را با tرا سرعت متحرک در لحظه 
 
.نشان می دهیم v(t)می نامیم و ا

,R]b,a[:f 3 k)t(zj)t(yi)t(x)t(f 

k)t(zj)t(yi)t(x)t(f 



f(t)

v(t)

.بردار سرعت بر مسیر مماس است

چون به ازای هر                ،                         ، پس بردار یکه

.بدون ابهام تعریف می شود

]b,a[t0)t(f)t(v 

)t(v
)t(v

1

)t(f

)t(f
T 








.می نامیمtدر نقطه( یا مسیر متحرک) بر خم بردار یکه مماساین بردار را 

فرض می کنیم

*

تابعی صعودی و  s(t)در این صورت. باشدf(t)تا نقطه f(a)طول خم از نقطه 

است و داریمs(t)مشتقپذیر از 

**

داریم**و *با استفاده از روابط 

  d)(f)t(s
t

a

)t(v)t(
dt

ds

)t(v

1

ds

dt

















T
)t(v

)t(v

ds

dt

dt

df

ds

df




یعنی مشتق بردار موضع نسبت به طول خم مساوی است با بردار یکه مماس

 طول بردار سرعت ، یعنی           در لحظهtرا مقدار بردار سرعت متحرک

.می نامیم

 اگر علاوه بر هموار بودن ، تابعfنگاه بردار
 
دو بار مشتقپذیر باشد، ا

.می نامیمtمتحرک در لحظه شتابرا 

)t(v

k)t(zj)t(yi)t(x)t(f)t(a 



مثال۲. ۶. ۲

طول پیچوار( پ)۵. 1. 3۵در مثال 

واقع است به صورت(t > 0)و f(t)و  f(0 )را که بین نقطه های 

چون. محاسبه کردیم

پس بردار یکه مماس مساوی است با

همچنین داریم

tbadba)t(s 22
t

0

22  

Rtk)bt(j)tsina(i)tcosa()t(f 

bkj)tcosa(i)tsina()t(v 

)bktjcosatisina(
ba

1

dt

ds

)t(v
T

22





)tjsinti(cosa)t(a 



صفحه قائم و مولفه های شتاب۲. ۶. 3

رسم می شود به مجموع دو بردارf(t)را که از نقطهa(t)می خواهیم بردار شتاب 

و دیگری برداری واقع در صفحه Tتجزیه کنیم ، یکی در امتدادبردار یکه مماس 

tدر لحظه ( یا مسیر) این صفحه را صفحه قائم بر خم . f(t)در نقطه Tعمود بر 

.می نامیم



f(t)

صفحه قائم وتجزیه بردار شتاب

C

A B

P

a

x

z

y



تجزیه شدهمشاهده می کنیم که بردار شتاب     به  مجموع دو بردار

.است

با استفاده از قاعده. شناسای  ی کنیمfمی خواهیم این بردار ها را برحسب تابع 

زنجیری می نویسیم 

a


CA,BA


CABA)t(a






















2

22

2

2

ds

fd

dt

ds
T

dt

sd



.مشتق می گیریمsاکنون از دو طرف رابطه زیر نسبت به 

در نتیجه

Aبنابراین اگر از نقطه . عمود استTبنابراین بردار            بر بردار مماس 

را به صورتNبردار یکه . رسم شود روی صفحه قائم خواهد بود

*

1
ds

df
.

ds

df
T.T 










0T.
ds

fd

ds

df

ds

fd
2

2

2

2



2

2

ds

fd

2

2

2

2

ds

fd

ds

fd

N 



ن را 
 
.می نامیمA= f(t)بر خم در نقطه بردار قائم اصلیتعریف می کنیم وا

.را به صورت زیرمی نویسیمa(t)بر دار * با استفاده از  

.به مجموع دو بردار تجزیه می شودa(t)بنابراین بردار 

N
ds

fd

dt

ds
T

dt

sd
)t(a

2

22

2
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تعریف۲. ۶. ۴

مولفه های مماسی و قائمرا به ترتیب عددهای  (الف

نها را به صورت زیر نشان می دهیمtشتاب در لحظه 
 
می نامیم وا

2

2

dt

sd
,

ds

fd

dt

ds
2

22










2

2

T
dt

sd
a  2

22

N
ds

fd

dt

ds
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ن عددبردار(ب
 
و اندازه ا

.می نامیمtدر لحظه انحنای مسیرو بردار انحنارا به ترتیب 

ds

dT

ds

dT

ds

fd
2

2





مثال۲. ۶. ۵
بردار قائم اصلی ، معادله صفحه قائم و انحنای خم(الف

ید، پیدا میرادر نقطه 
 
.کنیمکه به ازای         به دست می ا

Rtk)bt(j)tsina(i)tcosa()t(f 

)bktjcosatisina(
ba

1
T

22





)b,0,a(A t

:حل
عبارت است ازtبردار یکه مماس در لحظه ۵. 3. ۲بنا بر مثال 

داریمAو لذا در نقطه 

)bkaj(
ba

1
T

22







داریمtهمچنین در لحظه 

بنابراین با توجه به رابطه

داریمیعنی در لحظهAدر نقطه 

بنابراین انحنای مسیر در نقطه داده شده ، مساوی است با

)j)tsina(i)tcosa((
ba

1
.

ds

dt
.
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dt
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dt
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22 ba

1

dt
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1

ds

dt




t

22 ba

ai

ds

dT




22 ba
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و از این رو بردار قائم اصلی عبارت است از

ids

dt

N 




ن عبارت است ازTمی گذرد و بر Aچون صفحه قائم از 
 
عمود است پس معادله ا

یا

0T).bz,y,ax( 

0)bz(bay 



ن را رسم کر ده ایمAرا در Nدر شکل زیر مبدا
 
توجه کنید که . قرار داده و ا

.یکی استxو محور Nجهت 

N

T

A

Aبردارهای قائم اصلی و یکه مماس در 



قائم مضاعف وتاب۲. ۶. ۶

دیدیم که اگر خم هموار

نگاه به ازای هر 
 
، صفحه قائم بر خم و مولفه های مماسیtدو بار مشتقپذیر باشد، ا

درNمی دانیم که بردار قائم اصلی. و قائم شتاب بدون هیچ ابهامی تعریف می شوند

اکنون در صفحه . براین صفحه عمود است Tصفحه قائم قرار داردو بردار یکه مماس 

یک دستگاه راستگردTNBرا چنان در نظر می گیریم که دستگاه Bقائم بردار یکه 

.باشد

را صفحه TوNرا قائم مضاعف بر خم ، صفحه تشکیل شده توسط بردارهای Bبردار

(یکسوساز)رکـتیفایررا صفحه TوBو صفحه تشکیل شده توسط بردار های بوسان 

.می نامیمعمودرا صفحه Tبا بردار قائم f(t)و صفحه گذرنده از نقطه tدر لحظه 

]b,a[tk)t(zj)t(yi)t(x)t(f 



T

N

B

TNBیک دستگاه راستگرد است.



برT نیزعمود است.

یعنی عددی چون     وجود دارد که. استNدر نتیجه        مضربی از بردار 

*

.در نقطه مورد محاسبه می نامیمتاب خمرا 

نشان می دهد که*فرمول 

 ، هنگ چرخشو از این رو
 
. استBبردارتاب ا

 ، توجه کنید که انحنای    هرگز منفی نیست ولی تاب می تواند مثبت

. صفر یامنفی باشد

ds

dB

ds

dB


N
ds

dB




ds

dB






مثال۲. ۶. ۷

معادله صفحه بوسان و تاب خم(الف

.را پیدا کنید

Rtkj)tsin3(i)tcos3()t(f 

:حل

و بنابراین. و استوانه                    است z = 1این خم محل تلاقی صفحه 

ن عبارت است از . خمی مسطح است
 
چون خم .z = 1پس صفحه بوس  ان ا

مسطح است پس تابی ندارد یعنی         

3yx 22 

0. 



محاسبه انحنا۲. ۶. ۸

33
)t(f

)t(f)t(f

dt

ds

)t(a)t(v


















مثال۲. ۶. ۹

مسیر متحرکی عبارت است از

می خواهیم انحنای مسیر را پیدا کنیم و معادله صفحه قائم بر مسیر را در نقطه ای

وریم
 
.که انحنا بیشنه است به دست ا

Rtkttjti)t(f 2 



:حل

داریم

بنابراین

از این رو 

ید که 
 
به ازای این مقدار         چون t = 0بیشینه انحنا وقتی به دست می ا

می گذرد و بر بردار یکه مماسی(0 ,0 ,0)صفحه قائم از نقطه 

ن به صورت زیر است
 
عمود است، پس معادله ا

x + y = 0                                                             

k2)t(f,tk2ji)t(f 

2

3

22

3

23 )t21(

1

)t21()2(

22









1

)ji(
2

1
T )0( 

×



محاسبه تاب۲. ۶. 10

بنا به تعریف عدد     را که در فرمول

.می نامیممسیر متحرکیا تاب خمصدق می کند 



N
ds

dB


 
2

)t(f)t(f

)t(f).t(f)t(f






ید
 
.با استفاده ازاین فرمول یکی از مهمترین خصوصیات خمها مسطح به دست می ا

نگاه خم مسطح است
 
به عبارت دیگر اگر. می دانیم که اگر         ا

**

نگاه خم داده شده 
 
. مسطح استf(t)ا

  0)t(f).t(f)t(f 

0



مسطح باشد، روشن است که بردارهای f(t)برعکس اگر خم 

.مجدداً برقرار است**نمی توانند کنجی نابدیهی بسازند واز این رو ، 

 بنابراین خمf(t)ن صفر باشد
 
به. در یک صفحه قرار دارد اگر وتنها اگر تاب ا

.بر قرار باشد**عبارت دیگر خم مسطح است اگر و تنها اگر رابطه 

 )t(f),t(f),t(f 

مثال۲. ۶. 11

خم(الف

ن در هر نقطه صفر است( در یک صفحه قرار دارد) مسطح است
 
.بنابراین تاب ا

Rtk2jti1t)t(f 32 



تاب خم(ب

محاسبه می کنیم و نشان می دهیم که این خم مسطح f(t)را در نقطه دلخواه 
.نیست

Rtkej)tsine(i)tcose()t(f ttt  

:حل
داریم

kej)tsint(cosei)tsint(cose)t(f ttt  

kej)tcose(2i)tsine2()t(f ttt  

kej)tsint(cose2i)tsint(cose2)t(f ttt  

بنابراین داریم

ke2j)tsint(cosei)tsint(cose)t(f)t(f t2t2t2  



6e)t(f)t(f t2

  t3e2)t(f).t(f)t(f 

در نتیجه داریم

.چون         پس خم داده شده مسطح نیست 0

  t

t4

t3

2
e

3

1

e6

e2

ff

f).ff(















